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双向渐进结构优化法原理及其动力学优化研究
蓝 萌
（厦门大学 航空航天学院，福建 厦门 361005）
摘 要：针对等效静载荷优化（ESLO）计算效率低、优化流程复杂的问题，将双向渐进结构法引入到等效静载荷优化
中。以双向渐进结构法作为优化迭代环方法，对动态响应拓扑优化流程进行了改进，并重新定义了收敛准则；通过2个算
例验证了该方法的可行性。研究结果表明，当设计循环次数n大于1时，所提出的方法每次设计外循环消耗的时间小于原
始方法消耗的时间，因此整体优化时间减少了；说明该方法适用于结构动态响应拓扑优化，同时效率更高。
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拓扑优化是指在满足给定约束下寻求材料
的最优分布形式[1]。常见拓扑优化方法有变密度
法、渐进结构法以及均匀化法。Bend-soe M P和
Kikuchi N[2]于 1988年提出了均匀化法，Bend-soe
M P[3]于 1989年提出了变密度法。渐进结构优化
法（ESO）是近年来兴起的一种解决各类结构优
化问题的数值方法，由 Steven等人 [4]于 1993年提
出，该方法通过将结构中无效或低效的材料逐步
去掉使剩下的结构渐渐趋于优化。 2000 年
Querin 等 [5]采用双向渐进法（BESO）、利用 Von
Mises 应力准则对“满应力设计”进行了研究，
BESO是对 ESO的改进和延伸，优化过程中可以
删除和增添材料。无论是ESO还是BESO都采用
两个独立的参数（单元删除率 RR和单元添加率
IR）来控制所删除的和添加的单元数量。但是
Rozvany等 [6]于 2009年指出，采用两个独立的参
数 RR 和 IR 是不合理的，如果没有选择好这两
个参数将得不到最优的结果。鉴于此，Huang和
Xie等人[7]针对刚度优化，提出一种基于灵敏度分
析的改进BESO法，该方法解决了连续体拓扑优
化的很多问题，如优化问题的恰当描述、网格依
赖性以及解的收敛性，使其优化结果更加趋于稳
定。PARK J Y等人 [8，9]先后将改进的 BESO法用
于汽车发动机机罩的多目标优化，取得了理想的
结果。
目前拓扑优化多用于静态载荷优化，而工
程实际中结构受到的一般是动态载荷，直接进
行动态响应优化分析 [10，11]虽然在理论上可行，
但是计算很难收敛，同时计算过程繁冗、耗时
长，未能在工程中得到应用。针对这些问题，
Park于 2002年提出了等效静载荷优化法（ES⁃
LO）[12]，将动态载荷转化为等效静态载荷，并将
等效后的静载荷作为边界条件对结构进行动
态优化。该方法最初只是用于尺寸优化，在随
后的研究中，Park证明了该方法获得的结果满
足Karush-Kuhn-Tucker必要条件 [13]，并通过相应
的算例验证了该方法对线性结构和非线性结
构进行拓扑优化的可行性 [14，15]。该方法在国内
亦得到广泛应用 [16-20]。相较于传统动力学优化
法，等效静载荷方法在计算效率上已经得到很
大提升，但是由于优化时需要若干个设计循环
才能得到稳定结果，且每次设计循环要都要进
行动力学分析以及静态拓扑优化迭代，依然会
耗费大量时间。
为了进一步提升等效静载荷法的计算效率，
Kim E等人[21]将系统约简法与等效静载荷法结合，
能够更有效地求解大规模动力学优化问题。Lee
H A等人[15]针对非线性结构提出一种结点近似位
移法来减少动态响应分析阶段所花费的时间，以
此提高整体优化效率。
本研究针对当前等效静载荷法中单次设计循
环耗时长、优化流程复杂等问题，将改进的BESO
方法应用到等效静载荷法中作为优化迭代方法，
替换掉原始的变密度法。预期提升计算效率，简
化优化流程。
作者简介：蓝萌（1990—），男，硕士生，研究方向：结构优化设计。
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1 双向渐进法简介
1.1 单元灵敏度计算
以最小化柔顺度为目标函数，以体积为约束
条件，以单元本身为设计变量，基于灵敏度分析改
进的BESO刚度优化数学表达式可描述为：
ì
í
î
ï
ïï
ï
ï
ïï
ï
Minimize C = 12FTU
Subjectto V* -∑
i = 1
N
vixi = 0
F =KU
xi ={ }xmin ,1
（1）
式中：C为结构柔顺度；F和U分别为外载荷向量
和结点位移向量；V*为体积约束；N为设计域中单
元总数量；vi是第 i个单元的体积；xi为双向赋值的
非连续设计变量，即单元的相对密度；K为结构总
体刚度矩阵。
本文采用“软杀”策略，即将灵敏度低的待删
单元的相对密度人为减至一个小量 xmin（可令 xmin=
0.001）以防止刚度矩阵奇异，后续该单元仍参与
有限元分析而不是直接删除。因此，用于单元“软
杀”BESO法的单元灵敏度计算式为：
αi = - 1p ∂C∂xi =
ì
í
î
ïï
ïï
12uTi K 0i ui xi = 1
x p - 1min2 uTi K 0i ui xi = xmin
i = 1,2,...,N
（2）
式中：αi为第 i个单元的灵敏度；P为惩罚因子，可
令P=3；ui为第 i个单元节点位移向量；Ki0为第 i个
单元的刚度矩阵。
1.2 多工况优化单元灵敏度
将权值法引入到 BESO法中，多载荷工况的
刚度拓扑优化问题可以描述为：
ì
í
î
ï
ïï
ï
ïï
Minimize f =∑
j = 1
m
ωjCj
Subjectto V* -∑
i = 1
N
Vixi = 0
F =KU
xi ={ }xmin ,1
（3）
式中：f为多工况条件下柔顺度加权平均值；m是
载荷工况的总数；ωj、Cj分别是第 j个工况的预设权
重系数和结构柔顺度，并有∑
j = 1
m
ωj = 1。
用于单元“软杀”BESO法的多工况优化单元
灵敏度计算式为：
αi = - 1p ∂f∂xi =
ì
í
î
ïï
ïï
12∑j = 1m ωj( )uTi K 0i ui j xi = 1
x p - 1min2 ∑j = 1m ωj( )uTi K 0i ui j xi = xmin
i = 1,2,...,N
（4）
1.3 单元增删准则和收敛性
改进 BESO的优化过程中，在对单元处理之
前，应该先给出下一迭代步的目标体积Vk+1。初始
体积 Vk可以大于或小于整体的体积约束 V*。因
此，体积进化迭代式可表示为：
Vk + 1 = Vk(1 ±ER), (k = 1,2,3...) （5）
式中：k为当前迭代次数，ER为体积进化率。一旦
达到了目标体积，那么在以后的迭代步中将会保
持Vk+1= V*。
将单元按灵敏度从大到小排列，定义 αthdel为
单元灵敏度删除阀值，αthadd为单元灵敏度增添阀
值。如果有实单元灵敏度值 αi ≤αthdel，则删除此
单元，将其设计变量由1变为xmin；如果有虚单元灵
敏度值 αi ≥αthadd，则添加此单元，将其设计变量由
xmin变为1。
一般情况下有 αthdel ≤αthadd，两者数值的选取步
骤为：
1）假定 αthdel =αthadd =αth，根据Vk+1易确定 αth的
值：若前m个单元的体积和为Vk+1，则 αth = am + 1。
2）计算体积增添率AR。AR表示单步增添单
元的体积与设计域总体积之比。事先预设最大体
积 增 添 率 ARmax，一 般 地 取 ARmax ≥ 1% ，若
AR≤ ARmax ，则第一步成立，即 αthdel =αthadd =αth ；若
AR＞VARmax，则需要进入下一步骤重新计算 αthadd
和 αthdel。
3）将所有虚单元灵敏度从大到小进行排列，
AR=ARmax，可求出添加单元的总体积 Vadd，再根据
Vdel=Vk-Vk+1+Vadd得到删除单元的总体积Vdel，由Vadd
和Vdel易确定 αthadd和 αthdel的值。
重复进行有限元分析与单元增删的过程，直
至迭代循环满足两个终止条件：一是体积约束，即
当前进化体积已满足整体约束体积V*；二是收敛
准则。收敛判别式规定为：
error =
|
|||
|
|||∑i = 1M Ck - i + 1 -∑i = 1M Ck -M - i + 1
∑
i = 1
M
Ck - i + 1
≤ τ （6）
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式中：k为当前迭代步数；τ为收敛系数；M是一整
数，用以限制并稳定柔顺度在多次连续迭代中的
平均变化量，通常取5。
2 基于双向渐进法的等效静载荷法优化
2.1 等效静态载荷法定义
如图1所示，在等效静态载荷法中，等效静态
载荷被定义为能够产生与动态载荷相同位移场的
一组载荷集。
t0 t1 t2 t3 … tm L


s0 s1 s2 s3 … tm
feq 0feq1 feq2 feq3
E?|
M

图1 静态载荷等效过程
可以看出，第 i个等效静载荷作用下产生的位
移响应与第 i个时间步上的动态响应完全相等。
已知动态分析控制方程：
M( )x u· ·( )t +C( )x u· ( )t +K ( )x u( )t = f ( )t （7）
式中：M、C、K分别为结构质量、阻尼、刚度矩阵，均
为设计变量 x的函数；u· ·( )t 、u· ( )t 和 u( )t 分别为加
速度、速度和位移向量；f（t）为外部施加的动载荷。
对式（7）进行变换有：
feq(t) =K ( )x u( )t = f ( )t -M( )x u· ·( )t -C( )x u· ( )t
t = 1,2,3...m （8）
再用静态变量 s替换 feq（t）中的时间变量 t，即
可算出等效静载荷：
feq(s) =K ( )x u( )s , s = 1,2,3...m （9）
2.2 引入渐进结构优化的等效静载荷优化步骤
本文将双向渐进法多目标优化应用于等效静
载荷法。如图2所示，该方法可以描述为：
第一步。进行有限元建模，设定初始设计变
量 x（n）=x（0），初始 n=0，n为设计循环次数或外循环
次数。
第二步。对以 x（n）作为密度的有限元模型进
行动态响应分析，求其时间域上的节点位移响应

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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图2 优化流程图
u（t）。
第三步。将时间域上的连续响应u（t）离散为
m个时间点上的响应 u（s），并计算m个时刻的等
效静载荷 feq（s），计算公式如下：
feq( )s =K ( )x u(s) ; s = 1,2,3...m （10）
第四步。将第三步得到的等效静载荷 feq（s）
作为外载荷边界条件，对结构进行多目标拓扑优
化。原始方法中该步骤采用变密度法进行优化，
本文运用改进的BESO法进行优化。式（11）为基
于该方法的多目标优化数学模型，将每一个时刻
的等效载荷作为一种工况，每个工况赋予ωs=1/m
的权重因子，进行优化迭代直至收敛，迭代过程亦
可成为内循环。
ì
í
î
ï
ï
ï
ï
ï
ï
Minimize C = 12∑s = 1m ωs feq( )s Tu( )s
Subjectto V* -∑
i = 1
N
Vixi = 0
feq( )s =Ku( )s ; s = 1,2,3...m
xi ={ }xmin ,1
（11）
式中：C为目标函数，即动态柔度值；m为离散时
间点数或工况数；ωs为权重因子；feq（s）和u（s）分别
为第 s个时刻下的等效静态载荷和位移向量。
第五步。当 n=0时，令 n=n+1并进入第二步
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骤。当 n≠0时，如果满足收敛条件，则优化结束；
如果不满足收敛条件，依然令n=n+1并进入第2步
骤。至此完成一次外循环。收敛条件可以表
示为：
countif (xi(k + 1) ≠ xi(k)) ≤N × ε (i = 1,2...N) （12）
式中：ε为外循环收敛因子，由设计者根据需要
定义。
该方法尝试将改进BESO法替换传统的变密
度法作为内循环迭代方法。第一次外循环时，初
始设计域为满设计域，此时按照 Vk+1=Vk（1±ER），
（k=1，2，3…）计算每次迭代的目标体积，从第二次
外循环开始，均满足Vk+1=Vk=V*，即初始设计域中既
有实单元也有虚单元，并且数量分布满足体积约
束，此时有Vdel=Vadd=AR≤ARmax，这种情况下，渐进结
构法的优化速度要比满设计域时快。
另外，若采用变密度法作为内循环迭代方法，
直接对含有中间密度单元的模型进行动力学分析
会引起网格畸变 [22]，因此需要在下一次外循环开
始前运用 EEM（eliminate element method）法更新
设计变量以避免该现象；而BESO法由于其单元
密度只有 1和 xmin两种，可以直接对其优化模型进
行动力学分析，简化了优化流程。需要注意到，由
于BESO法单元密度为 1或 xmin，不是一个区间内
的连续数值，因此外循环收敛条件也不同于变密
度法。
3 数值算例及结果分析
下面根据原始等效静载荷法和本文提出的方
法计算两个算例。
3.1 单个动载荷条件下的优化
如图 3所示，设计域为 160 mm×100 mm的二
维悬臂梁结构，将其划分为 40×25个单元的有限
元模型。模型右边中点受到一个周期的正弦动载
荷 f1=1000sin（5πt）[N]作用。
f1
160 mm
10
0 
m
m
图3 算例1
每个时间点的载荷工况权值为ωs =1/m。算
例其他优化参数如表1所示。
两种方法的优化结果如图4所示。
结果数据对比如表2所示。
表1 拓扑优化参数
参数
弹性模量E/Pa
密度/（kg/m3）
泊松比u
惩罚因子p
体积约束比
网格过滤半径R/mm
体积进化率ER/%
数值
2.0e+11
3000
0.3
3
0.4
3
1
（a）原始方法优化结果 （b）引入改进BESO法后优化结果
图4 优化结果图
表2 结果对比
方法
原始方法
Beso迭代
目标函
数值/J
0.5546
0.4830
设计循
环次数n
2
2
优化总时
间/s
115.74
90.48
n=1
59.54
62.40
n=2
56.20
28.08
从优化结果图4a和图4b可看出，对于受到单
个动载荷的悬臂梁结构，本研究所提出的方法得
到的优化结果与原始方法相似，并且目标函数值
也非常接近，可以认为该方法是可行的。同时本
研究提出的方法在第二次设计循环阶段的优化时
间为 28.08 s，明显快于原始方法在第二次设计循
环阶段的 56.20 s，两种方法的最终优化时间分别
为 90.48 s、115.74 s。因此从整体的优化效率上
看，本文提出的方法要高于原始方法。
3.2 多个动载荷条件下的优化
如图 5，设计域为 200 mm×100 mm的二维悬
200 mm
10
0 
m
m
f1
f2
图5 算例2
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臂梁结构，将其划分为 50×25个单元的有限元模
型。模型右上方受到一个周期的正弦动载荷 f1=
10000sin（5πt）[N]作用，下方中点受到一个周期的
余弦动载荷 f2=20000cos（5πt）[N]作用。
每个时间点的载荷工况权值为ωs =1/m。算
例其他优化参数如表3所示。
表3 拓扑优化参数
参数
弹性模量E/Pa
密度/（kg/m3）
泊松比u
惩罚因子p
体积约束比
网格过滤半径R/mm
体积进化率ER/%
数值
2.0e+11
7800
0.3
3
0.5
3
1
两种方法的优化结果如图6所示。
（a）原始方法优化结果 （b）引入改进BESO法后优化结果
图6 优化结果图
结果数据对比如表4所示。
从优化结果图6a和图6b可看出，对于受到两
个动载荷的悬臂梁结构，得到的结论与算例 1类
似，两种方法下优化结果与目标函数非常接近，可
表4 结果对比
方法
原始方法
Beso迭代
目标函
数值/J
23.36
25.37
设计循
环次数n
3
3
优化总
时间/s
229.16
171.27
n=1
82.15
87.53
n=2
71.14
43.14
n=3
75.87
40.60
以认为BESO法作为优化迭代方法可行。同时随
着载荷作用点数的增加，设计循环次数增加到 3
次，由表4的优化结果中可以看出，本文提出的方
法在第二、三次设计循环阶段的优化时间分别为
43.14 s和40.60 s，均明显快于原始方法在第二、三
次设计循环阶段的 71.14 s和 75.87 s，两种方法的
最终优化时间分别为 171.27 s、229.16 s。因此从
整体的优化效率上看，本文提出的方法要高于原
始方法。
4 结论
本研究将改进的BESO法引入到等效静载荷
优化中，改进了动态响应拓扑优化流程，并建立了
新的收敛条件。通过matlab软件对 2个算例进行
了优化分析，经比较可以看出，本研究提出的方
法，能有效减少n大于1次设计循环阶段的优化时
间，两个算例中优化所需CPU总时间比原始方法
分别减少了21.8%、25.3%。该方法具有计算速度
快、优化流程简单的特点。随着外载荷作用点的
增多、优化规模的增大，优化所需的设计循环次数
也会增加，该方法将会带来更大的优势。
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